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Тензорное описание 
физических свойств кристаллов



Упругие постоянные.

• K=-V(dP/dV) (несжимаемость, модуль сжатия) –
простейшее упругое свойство. Описывает сжатие 
под малым изотропным давлением. 

• Упругий тензор Cijkl описывает деформацию под 
произвольным малым напряжением. 

• Cijkl – тензор 4го ранга, содержит 81 компоненту.
• Обозначения Фохта: Cijkl -> Cij. Симметричная 

матрица 6*6, содержит до 21 независимой 
компоненты. 

• Симметрия сокращает это число – например, до 
3 для кубических кристаллов.



Упругие постоянные. • Обобщенный закон Гука:

ij = Cijklekl ,

где ij тензор напряжений, 
ekl - тензор деформаций.

• В обозначениях Фохта:

i = Cijej

• Кубические кристаллы, 
деформация вдоль оси x 
(e1):

1 = C11e1

2 = C12e1



Механическая (не)стабильность.

• Стабильные кристаллы: матрица Cij

положительная определенная.

• В противном случае, скорость звука падает до 
нуля и становится мнимой, и происходит 
ферроупругий/сегнетоупругий фазовый переход.

• Пример:

Стишовит (SiO2) при высоких давлениях переходит 
в структуру типа CaCl2.



Тензоры 1го ранга.

Пироэлектричество

Тензор нулевого ранга 
(скаляр)

Пироэлектричество исчезает в 
центросимметричных кристаллах

Из принципа 
Неймана

Турмалин,
точечная
группа 3m



Тензоры 2го ранга.

Диэлектрические 
постоянные

Диэлектрический тензор для кубических 
кристаллов сводится к скаляру



Тензоры 2го ранга.

Напряжение и 
деформация

Тензор 
напряжений

9 компонент 
тензора 
напряжений (3 
растяжения и 6 
сдвиговых)

Примеры частных случаев

Одноосное напряжение

Двуосное 
напряжение

Гидростатическое 
давление



Тензоры 2го ранга.

Напряжение и деформация

Тензор деформаций симметричен

(a) an unstrained solid, (b) tensile strain 
x11,  (c) shear strain x12 =x21.

symmetric 
second rank tensor

The stress and strain matrix
transformations are often used in working
with higher rank tensor properties such as
piezoelectricity and elasticity.



Теплопроводность -
Количественная мера скорости переноса 
тепла по градиенту температуры

Механизмы теплопроводности 
в твердых телах

Симметричный тензор

Тензоры 2го ранга.



Электрическое сопротивление и 
электропроводность -

симметричные тензоры

Электропроводность металлов падает с
ростом температуры, электропроводность
полупроводников и диэлектриков – растет с
температурой

Тензоры 2го ранга.



Пьезоэлектричество

Компонент тензора, но
в силу симметричности
тензора напряжений
имеем только 18
независимых компонент

Пьезоэлектрическая матрица для точечной
группы 2 имеет только 8 ненулевых
компонент!
Примеры: сахароза (C12H22O11) и сульфат
триглицина TGS = (NH2CH2COOH)3·H2SO4

Для полярных
сегнетоэлектрических
керамик и других
материалов с
точечной группой ∞m,
пьезоэлектрическая
матрица содержит 5
компонент, 3 из
которых независимы

Тензоры 3го ранга.



Пьезоэлектрические матрицы для кристаллографических и предельных точечных 
группing point groups

Тензоры 3го ранга.



Кварц

● 5 ненулевых 
пьезоэлектрических 
коэффициентов

Правый кристалл кварца

Электроиндуцированные
моды колебаний X- и Y-
срезов кварца

Тензоры 3го ранга.



Пьезомагнетизм
магнитный аналог 
пьезоэлектричества

тензор третьего ранга

фторид 
кобальта (CoF2)

Кристаллическая и 
магнитная структура 

ниже TN =38 K 

Эффект 
отсутствует 
в 
немагнитных 
группах 
симметрии

Тензоры 3го ранга.



Упругие постоянные

компонент тензора

Число независимых 
компонент тензора 
сокращается с 81 до 36. 
Симметрия 
относительно диагонали 
сокращает до 21 
компоненты.

Симметрия тензора в 
тетрагональной 
точечной группе 4 /m

Тензоры 4го ранга.



Электрострикция

полярный тензор 
4го ранга

Электрострикция кубических 
перовскитов, показывающая 

физическую природу коэффициентов  
Q11, Q12 and Q44

CaF2. Elastic compliance and electrostrictive coefficients show 
similar anisotropy with the largest coefficients in body diagonal 

directions.

Тензоры 4го ранга.



Магнитострикция

Полярный 
тензор 4го 
ранга

В сильном магнитном поле меняется
доменная структура и намагниченность
совпадает с направлением поля

Сильный эффект в кобальтовых 

сплавах, а также в терфеноле-D. 

Современные актюаторы
развивают силу более 50
МПа и деформации до 0.6%,
а магнитостриктивные
сенсоры в сотни раз
чувствительнее, чем
полупроводниковые датчики
деформации

Тензоры 4го ранга.



Нелинейные упругие свойства

тензор 
6го ранга

коэффициентов

Коммутация сокращает 
число компонент с 729 до 
216, из которых 56 
независимы.

число независимых упругих 
постоянных второго и третьего 

порядка

Вулканизированная 
резина

Тензоры 6го ранга.



Описание кристаллических структур



Как посчитать число атомов в ячейке?

• Атом внутри ячейки считается как 1 
атом, на грани – как ½ атома, на 
ребре – как 1/4 , а в вершине ячейки 
– как 1/8 атома.  

• Упражнение: посчитайте число 
атомов Zn (маленькие шары) и S 
(крупные шары) в ячейке сфалерита.



Координационное число и координационный полиэдр

• Координационное число (КЧ) = число 
ближайших соседей. 

• Координационный полиэдр – фигура, в 
вершинах которой  ближайшие соседи 
данного атома.

• В плотнейших упаковках КЧ = 12.

• В КПУ – архимедов кубоктаэдр. В ГПУ –
гексагональный кубоктаэдр.

Кубическая 
плотнейшая упаковка
(структурный тип Cu)

Гексагональная 
плотнейшая упаковка
(структурный тип Mg)



Наиболее 
распространенные 
координационные 
полиэдры



Структурный тип молибденита MoS2.

• КЧ(Mo) = 6 (тригонально-призматическая 
координация).

• КЧ(S) = 3 (тригональная зонтичная 
координация).

• Асимметричная координация S возможна 
из-за ее высокой поляризуемости. 
Слоистые структуры стабилизированы 
высокополяризуемыми атомами.

• Тригональные призмы MoS6 образуют 
слои. Между слоями – ван-дер-ваальсова 
связь. 

• Однослойный MoS2 – важнейший 
двумерный материал.



Структурный тип куприта Cu2O. 

• КЧ(Cu) = 2 (линейная координация). 

• КЧ(O) = 4 (тетраэдрическая координация). 

• Уникальная «3D-катенановая» топология – два 
непересекающихся  тетраэдрических каркаса, вставленных друг в 
друга.  



Структурный тип ReO3. 

• КЧ(Re) = 6 (октаэдрическая координация). 

• КЧ(O) = 2 (линейная координация). 



Структурный тип перовскита CaTiO3. 

• Cтруктура типа ReO3, начиненная атомами Ca. 

• КЧ(Ti) = 6, октаэдрическая координация. 

• КЧ(Ca) = 12, кубоктаэдрическая координация.

• Очень часты искаженные (некубические) варианты этой 
структуры. Сегнетоэлектрический тетрагональный BaTiO3 (P4mm). 
Ромбический (Pnma) MgSiO3-перовскит составляет ~40% объема 
Земли. 



• Частичное внедрение Na+ в структуру WO3 приводит к 
восстановлению части W6+ до W5+. 

• NaxWO3 – одна из «вольфрамовых бронз» (которые имеют густой 
цвет, металлический блеск, являются металлами или 
полупроводниками). С изменением x меняется цвет 
«вольфрамовой бронзы»

NaxWO3: промежуточный случай между 
структурами перовскита и ReO3

Структура NaxWO3Структура WO3 и ReO3



Структурный тип никелина NiAs.

• Атомы Ni в октаэдрической 
координации (КЧ=6).

• Атомы As в тригонально-
призматической координации (КЧ=6). 

• NiAs6-октаэдры делят грани 
короткое расстояние Ni-Ni 
(металлическая связь). 



Примеры соединения полиэдров.

Расстояния между центрами полиэдров минимальны при гранном 
соединении, максимальны – при вершинном соединении (или 
когда нет соединения). 



Иерархическое описание сложных структур: от 
полиэдров к secondary building units

• Часто используется для 
цеолитов.

• Каждый (Al,Si)O4-тетраэдр 
заменяем на точку. 

• Соединяем точки. 

• Полученную конструкцию 
можно разбить на фрагменты 
(«детали лего») – secondary 
building units. А из них –
собирать новые структуры!



Производные структуры и деревья 
Бернигхаузена (Bärnighausen trees).

• Упорядоченные замещения/внедрения/вычитания атомов и 
искажения структур приводят к производным структурам с более 
низкой симметрией. 

• Соотношения между такими структурами называются деревьями 
Бернигхаузена.  

• Сверхструктура – производная структура с кратно увеличенной 
элементарной ячейкой. 

Структуры халькопирита 
CuFeS2 и станнина 
Cu2FeSnS4

Структуры алмаза С 
и сфалерита ZnS



Пример структур, производных от алмаза

Алмаз С Сфалерит ZnS Халькопирит CuFeS2 Станнин Cu2FeSnS4



Гексагональные/тригональные ветки дерева Бернигхаузена для сверхструктур семейства AlB2

Ромбические/моноклинные ветки дерева Бернигхаузена для 
сверхструктур семейства AlB2



Еще пример: дерево CaF2

(PbO, PtS, ZnS, HgI2, SiS2, α-ZnCl2).



Правила строения ионных кристаллов
(правила Полинга)

справедливы также для ионно-ковалентных кристаллов



Правила Полинга для ионных кристаллов (1929)

1. ‘Вокруг каждого катиона образуется координационный многогранник 

анионов, расстояние между катионами и анионами определяется суммой 

радиусов, а координационное число катиона - отношением радиусов’.

Расстояние между катионом A и анионом X определяется суммой их радиусов: 

A—X = rA + rX , а координационное число катиона – отношением их радиусов rA/rX.

2.‘В стабильной координированной структуре общая сила валентных 

связей, которые достигают аниона от всех соседних катионов, равна заряду 

аниона’.

Валентность связи s (в единицах валентности, v.u.) равна валентности 

катиона Z, деленной на его координационное число n: s = Z/n

Флюорит, Ca[8]F[4]
2: Ca2+: s(Ca-F) = |+2|/[8] = 1/4 v.u.

F-: s (Ca-F) = |-1|/[4] = 1/4 v.u.

Na[6]Cl[6]: Na+: s(Na-Cl) = |+1|/[6] = 1/6 v.u.

Cl-: s(Na-Cl) = |-1|/[6] = 1/6 v.u.

Валентность связи более точно моделируется формулой s = exp [(R0-R)/b)], где 

R0 - (табличное) расстояние в одинарной связи, а b - константа (~0,37 Å для всех 

связей).



2е правило и классическая химия: 
разложение бихромата калия

K2Cr2O7 = K2CrO4 + 0.5 Cr2O3 + 0.75 O2(g).

K2Cr2O7 нарушает 2е правило 
Полинга, а K2CrO4 - нет



2ое правило и биохимия: АТФ как 
энергетическая валюта для всех форм жизни

В PO4-тетраэдре четыре связи P-O с валентностью = 5/4

Если два тетраэдра делят вершину, то сумма валентностей связей на ней = 2*5/4 = 2.5 

>> 2 (валентность O)

Полимеризация PO4 - тетраэдра ведет к повышению энергии, что невыгодно! 

В аденозинтрифосфате (ATФ) содержится трифосфат-группа, которая имеет 

высокую энергию!

Последовательное отщипление PO4-группы высвобождает энергию:

ATP +H2O  ADP + [PO4]
3- + 2H+ G = -30.5 кДж/моль

ATP +H2O  AMP + [P2O7]
4- +2H+ G = -45.6 кДж/моль

Прямо сейчас ваше тело содержит 250 грамм ATФ, и в течение 24 часов выработает 

40 килограмм АТФ!



Расширенное 2е правило: 
правило сумм валентностей связи

Валентность связи лучше описывается формулой

s = exp [(R0-R)/b)], 

где R0 - (табличное) расстояние между одиночными связями, а b - константа 

(~0,37 Å для всех связей).

sij = Vj

Это правило универсально!

R0 values for some bonds



Правила Полинга для ионных кристаллов (1929)

3. ‘Существование ребер и, в особенности, граней, общих для двух анионных 

многогранников в координированной структуре, снижает ее стабильность; 

этот эффект велик для катионов с высокой валентностью и малым 

координационным числом и особенно велик, когда отношение радиусов 

приближается к нижнему пределу стабильности многогранников’.



Правила Полинга для ионных кристаллов (1929)

4. ‘В кристалле, содержащем различные катионы, катионы с высокой 

валентностью и малым координационным числом, как правило, не 

разделяют элементы многогранников друг с другом’.

Например, SiO4-тетраэдр (Z=+4, CN=4) делят вершину (очень редко ребра и 

никогда – грани). 

NaO10-многогранник (Z=+1, CN=10) может делить даже грани.

5. ‘Количество существенно различных типов составляющих в кристалле, 

как правило, невелико’.



Правила строения молекулярных кристаллов
(правила Китайгородского)



Принцип плотнейшей упаковки молекул –
главный принцип строения молекулярных 
кристаллов (органических и неорганических)

1. Плотнейшая упаковка молекул по принципу «выступ к впадине».

2. Вокруг каждой молекулы 12 или 14 (реже 10 или 16) молекул.

3. Плотность упаковки 0.6-0.8.

4. Предпочтительны пространственные группы с винтовыми осями и плоскостями 
скользящего отражения.

Упаковка молекул в кристаллах триазида циануровой кислоты 
C3N12 (слева), серы S8 (посередине) и реальгара As4S4 (справа)



Сокристаллы (+гидраты, сольваты) – кристаллы двух 
или более типов молекул

8CO2∙46H2O, стабильный в 

холодной воде (>350 м 

глубина), тяжелее воды. 

8CН4∙46H2O, «горючий лед» 

и его месторождения

Мочевина (NH2)2CO образует сокристалл с 
линейными углеводородами (что используется 
для разделения углеводородов!)

CH4, CO2, Cl2, Xe образуют газовые гидраты

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/ab/Gas_hydrates_1996.svg
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/ab/Gas_hydrates_1996.svg


Еще о сокристаллах

-Гидрохинон образует клатраты с SO2, H2S, HCN, 

HCl, HBr, CH3OH, Ar, Kr, Xe. 

-Хороший способ разделить Ne, Ar, Kr, Xe.

-Клатрат с 85Kr является удобным источником 

-излучения. Если смешать с ZnS, то может 

быть источником света.

- Гидраты CCl4+Kr и CCl4+Xe плавятся при 11.3 и 13.7 C. 

Простой способ опреснения соленой воды: просто 

выделите и разложите клатрат! 

- Образующиеся в мозге гидраты Xe: объяснение 

анестезии Полингом.

- Мочевина образует клатраты с 

линейными углеводородами. Это дает 

широко используемый метод отделения 

линейных углеводородов от 

разветвленных.



Правила строения ковалентных кристаллов



Правило Юм-Розери («правило 8-N»)

• Координационное число простых 
веществ равно 8-N, где N – номер группы 
элемента в короткой форме таблицы 
Менделеева.

• Работает только для ковалентных 
структур. Исключения – бор и кристаллы 
с кратными связями (О2, N2, графит).  

N=7. Координационное число = 1. 

Структурный тип йода. I2, F2, Cl2, Br2.



Правило Юм-Розери («правило 8-N»)

• Координационное число простых 
веществ равно 8-N, где N – номер группы 
элемента в короткой форме таблицы 
Менделеева.

• Работает только для ковалентных 
структур. Исключения – бор и кристаллы 
с кратными связями (О2, N2, графит).  

N=6. Координационное число = 2. 

Структурный тип α-S8 Структурный тип селена
(сера и кислород под давлением, теллур).



Правило Юм-Розери («правило 8-N»)

• Координационное число простых 
веществ равно 8-N, где N – номер группы 
элемента в короткой форме таблицы 
Менделеева.

• Работает только для ковалентных 
структур. Исключения – бор и кристаллы 
с кратными связями (О2, N2, графит).  

N=5. Координационное число = 3. 

Структурный тип As. 
Sb, Bi. 

Все аллотропы фосфора. 
Фазы азота под давлением. 



Правило Юм-Розери («правило 8-N»)

• Координационное число простых 
веществ равно 8-N, где N – номер группы 
элемента в короткой форме таблицы 
Менделеева.

• Работает только для ковалентных 
структур. Исключения – бор и кристаллы 
с кратными связями (О2, N2, графит).  

N=4. Координационное число = 4. 

Структурный тип алмаза. 
Si, Ge, серое олово. 



Правило Цинтля-Клемма: расширенное правило 8-N

Получив электрон, элемент ведет себя как элемент следующей 
группы, а потеряв электрон – как элемент предыдущей группы.  

«Электронная алхимия»: как из таллия 
(N=3) сделать углерод (N = 4)? 

В NaTl атом Na отдает 1 электрон 
атому Tl: N=3  N=4! 

Атомы Tl образуют алмазную 
подрешетку. 



Правило Цинтля-Клемма: расширенное правило 8-N

Получив электрон, элемент ведет себя как элемент следующей 
группы, а потеряв электрон – как элемент предыдущей группы.  

«Электронная алхимия»: как из таллия 
и галлия (N=3) сделать углерод (N = 4)?

В BaTl2 (и CaIn2) атом Ba (и атом Ca) 
отдает 2 электрона двум атомам Tl – то 
есть 1 электрона на 1 атом Tl: 

N=3  N=4! 

Атомы Tl образуют алмазную (или 
лонсдейлитовую) подрешетку. 



Правило Цинтля-Клемма: расширенное правило 8-N

Получив электрон, элемент ведет себя как элемент следующей 
группы, а потеряв электрон – как элемент предыдущей группы.  

«Электронная алхимия»: как из бора и галлия (N=3) сделать углерод (N 
= 4)? 

В MgB2 (и BaGa2) атом Mg (и атом Ba) отдает 2 электрона двум атомам 
Tl – то есть 1 электрона на 1 атом Tl: N=3  N=4! 

Атомы Tl образуют графеновые слои.

MgB2 – очень интересный 

сверхпроводник (Тс = 39 К). 



Правило Цинтля-Клемма: расширенное правило 8-N

Получив электрон, элемент ведет себя как элемент следующей 
группы, а потеряв электрон – как элемент предыдущей группы.  

«Электронная алхимия»: как из кремния (N=4) сделать фосфор (N = 5) и 
серу (N = 6)?

В CaSi и CaSi2 атом Ca отдает 2 электрона. 

В CaSi каждый атом Si получает 2 электрона: N=4  N=6! Цепочки 
атомов Si!

В CaSi2 каждый атом Si получает 1 электрон: N=4  N=5! Cлои атомов 
Si с КЧ=3!



Модель отталкивания электронных пар 
валентной оболочки (ОЭПВО).

• Стерическое число (СЧ) = координационное число + число 
неподеленных электронных пар. 

• Для каждого СЧ отталкивание электронных пар приводит к 
определенным конфигурациям: например, треугольной для СЧ=3, 
тетраэдрической для СЧ=4 и октаэдрической для СЧ=6. 

• Объем неподеленной пары больше, чем связывающей  валентные 
углы в молекулах NH3 и H2O <109.5.



Основные идеи
• Физические свойства кристаллов анизотропны и описываются 

тензорами различных рангов.
• Полезны понятия координационного числа и координационного 

полиэдра. Полиэдрическое представление позволяет лучше 
понять сложные структуры. 

• Искажения и упорядоченные замещения понижают симметрию 
структуры, порождая производные структурные типы. 
«Деревья Бернигхаузена» показывают взаимоотношения такого 
рода.

• Правила Полинга работают не только для ионных, но и для 
ионно-ковалентных кристаллов. Правило баланса валентных 
усилий связей – универсально! 

• Для ковалентных кристаллов существует правило “8-N” и его 
расширения, а модель отталкивания электронных пар 
валентной оболочки позволяет объяснять валентные углы.

• Для молекулярных кристаллов центральным является принцип 
плотнейшей упаковки молекул. 



• Посмотреть 15-минутную видеолекцию

https://www.youtube.com/watch?v=90UbEgUovBA

• Повторить весь пройденный материал.

Домашние задания

https://www.youtube.com/watch?v=90UbEgUovBA

